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1. EINLEITUNG

Im Vortrag geht es um die Anwendung von Ergebnissen der algorithmischen Informations-
theorie auf erkenntnistheoretische Fragen. Dabei werden die Resultate Gregory Chaitins und
deren Konsequenzen fiir die Erkenntnistheorie im Mittelpunkt stehen. Chaitin prazisierte wie
auch Kolmogorov die Begriffe von Komplexitit und Zufilligkeit, wodurch beide die algorith-
mische Informationstheorie begriindeten. Chaitin bewies zudem limitative Theoreme, die ver-
gleichbar mit Godels Resultaten die Unvollstindigkeit bestimmter formaler Systeme zeigen.
Auferst kontrovers werden die philosophischen Konsequenzen diskutiert, die Chaitin aus sei-
nen Ergebnissen zieht. Zu diesen Schlussfolgerungen zéhlen etwa die Thesen, dass es Zufallig-
keiten bereits in der Arithmetik gibt, dass Mathematik eine quasi-empirische Wissenschaft ist
und dass unser mathematisches Wissen notwendigerweise begrenzt ist. Im Vortrag soll es um
die letzte dieser Behauptungen gehen, mit der Chaitin Hilberts berithmtem Diktum wider-
spricht, dem zufolge es ,,in der Mathematik [...] kein Ignorabimus* gibt.

2. CHAITINS UNVOLLSTANDIGKEITSTHEOREME

Chaitins Unvollstindigkeitstheoreme bauen auf die folgende Charakterisierung des Komplexi-
tatsbegriffes auf, die auf Kolmogorov und Chaitin zuriickgeht:

Die Komplexitiit einer Zeichenfolge kann gemessen werden anhand der Linge des
kiirzesten Programms, das die Folge erzeugt.

Eine Folge ist also umso komplexer, je schwieriger die Folge komprimiert werden kann. Die
Komplexitit einer Folge im Sinne von Kolmogorov und Chaitin bemisst sich demnach am
Grad ihrer Komprimierbarkeit. Dieser Begriff von Komplexitit wird haufig als descriptional,
information-theoretic oder auch program-size complexity bezeichnet, um ihn von einem weite-
ren Komplexititsbegrift, der sog. computational complexity zu unterscheiden. Bei der Bemes-
sung der computational complexity spielen im Gegensatz zu Kolmogorovs und Chaitins Begriff
die Mengen der Ressourcen wie etwa der Rechenzeit eine entscheidende Rolle.

Die Komplexitit einer Folge im Sinne der obigen Definition ist natiirlich abhingig von ei-
ner Reihe von Faktoren, so etwa von dem zugrunde gelegten Typ von Computer, der die fragli-
chen Programme ausfiithren soll, sowie (dem Alphabet) der Sprache, in der die Programme
verfasst sind usw. In der Regel—wie auch im Folgenden—legt man sich auf eine Art von (uni-
verseller) Turing-Maschine und eine Sprache fest. Ein Extremfall von Komplexitit tritt bei Fol-
gen auf, die nicht komprimierbar sind. In solchen Fillen besteht das kiirzeste Programm, das




die fragliche Folge erzeugt, in einem Druckbefehl gefolgt von dem Zitat der gesamten Folge,
womit das Programm mindestens so lang ist wie die Folge selbst. In derartigen Fillen spricht
Chaitin von zufilligen Folgen:!

Eine endliche Folge ist zufillig genau dann, wenn sie nicht deutlich komprimierbar ist
bzw. wenn das kiirzeste die Folge erzeugende Programm anndherungsweise von der-
selben Linge ist wie die Folge selbst.

Dem diirfte die Uberlegung zugrunde liegen, dass in einer zufilligen Folge keine Regelmifig-
keiten oder wiederkehrenden Muster vorzufinden sind, mit deren Hilfe die Folge in kompri-
mierterer Form beschrieben werden konnte. Die Intuition, dass eine Folge zufillig ist, wenn sie
nicht wesentlich komprimiert werden kann, ldsst sich auch auf unendliche Folgen tibertragen:

Eine unendliche Folge ist zufillig genau dann, wenn fiir alle ihre Anfangssegmente
gilt, dass sie nicht deutlich komprimierbar sind, bzw. wenn die Abweichung zwischen
der Linge des Anfangssegments und dem kiirzesten Programm, welches das Segment
erzeugt, nicht beliebig grof3 werden kann.>

Insbesondere ist eine unendliche Folge damit zufillig, wenn jedes ihrer Anfangssegmente eine
zufillige (endliche) Folge ist. Zum Verhiltnis von zufilligen und nicht-zufilligen Folgen sei
hier noch angemerkt, dass die grofie Mehrheit der Folgen zufillig ist: Im Falle unendlicher Fol-
gen ergibt sich dies aus einer einfachen Abschitzung: Aufgrund der Abzdhlbarkeit tiblicher
Programmiersprachen lassen sich nur abzédhlbar viele Folgen in Form eines Programms kom-
primieren. Demgegeniiber ist die Menge aller unendlichen Folgen tiberabzihlbar, so dass es
tiberabzéhlbar viele zufillige Folgen mehr geben muss als nicht-zufillige. Auch im endlichen
Fall sind die zufilligen Folgen klar in der Mehrheit: Nehmen wir an, dass zwei Folgen F; und
F, anniherungsweise von derselben Linge sind genau dann, wenn | |F;| — |F,| | < 20 (d.h,,
wenn der Betrag der Differenz der Lingen beider Folgen kleiner als 20 ist). In diesem Fall kann
abgeschitzt werden, dass das Verhiltnis der nicht-zufilligen zu allen Folgen kleiner als eins zu
einer Million betrigt, so dass hochstens eine Folge unter einer Million nicht zufillig ist.3 Auf-
grund dieser Mehrheitsverhidltnisse ist zu erwarten, dass es nicht schwierig sein diirfte, beliebig
viele Beispiele von zufilligen Folgen anzugeben. Ein erstes Unvollstindigkeitsresultat Chaitins
zeigt jedoch, dass dem nicht so ist:

Chaitins erstes Unvollstindigkeitstheorem. Fiir jede formale Theorie T, die nur wah-
re Siitze der Form ,die Komplexitdit von s ist grofSer als n“ beweist, gilt:

Es gibt eine von der jeweiligen Theorie T abhdngige Konstante m, so dass T Sdtze der
Form H(s) > n nur dann beweist, wenn n < m.

Da nur endlich viele Folgen von sprachlichen Ausdriicken (bzw. Programmen) beschrieben
werden konnen, die aus weniger als m-vielen Zeichen bestehen, folgt aus dem obigen Theorem

1 Es gibt alternative Definitionsversuche von Zufilligkeit im obigen Sinne. Chaitin (1987), Kapitel 7, bespricht einige davon, darun-
ter den Ansatz von Per Martin-Lof, und zeigt deren Aquivalenz.

2 Formeller ausgedriickt besagt die Definition, dass eine unendliche Folge F zufillig ist genau dann, wenn es eine Konstante ¢ gibt,
so dass fiir alle Anfangssegmente F, der Linge n von F gilt, dass die Komplexitit von F,—im Folgenden kurz: H(F,) —nicht um ¢
Kkleiner ist als n bzw.: 3¢ Vn H(E,) > (n — ¢).

3 Sei w eine Folge mit der Linge |w| = i > 20. Ist w nicht zufillig, gibt es nach den obigen Festlegungen ein kiirzestes Programm
w*, das w erzeugt und dessen Linge kleiner ist als i — 20. Die Anzahl aller Worte mit einer kleineren Linge als i — 20 ist 2" =20 — 2
(da es 2! Worte von der Linge 1, 22 Worte von der Linge 2 und im Allgemeinen 2’ Worte von der Linge i gibt und 2! 4+ 22 + ... +
2172 = 2720 _ 7). Da es 2! Worte von der Linge i gibt, ist also das Verhltnis der Worte mit einer Linge kleiner als i — 20 zu den
Worten von der Linge i gleich 2 ~2° — 2 zu 2%, und dies wiederum ist kleiner als eins zu einer Million.



unter anderem, dass wir auf der Grundlage einer gegebenen Theorie T immer nur von endlich
vielen Folgen zeigen konnen, dass sie zufillig sind. Insbesondere problematisch ist es, ein Bei-
spiel einer unendlich langen zufilligen Folge anzugeben, was in deren Nicht-Komprimierbar-
keit in ein endliches Format begriindet ist. Insbesondere ist so nicht zu erwarten, dass ein Al-
gorithmus angegeben werden kann, der jedes Folgenglied einer solchen Folge erzeugt. Chaitin
gelang es dennoch, eine zufillige Folge €2 anzugeben, ausgehend von der er dann sein zweites
Unvollstindigkeitstheorem bewies:

Chaitin bezeichnet die zu definierende zufillige Folge als ,,2, und seine Grundidee bei der
Definition ist, unter ,$2“ die Haltewahrscheinlichkeit eines universellen Computers zu verste-
hen. Im Folgenden wird ein universeller Computer U zugrunde gelegt, der nur binére prifix-
freie Programme akzeptiert (eine (Programmier-)Sprache L wird prifixfrei genannt gdw. kein
Wort von L ein Prifix eines anderen Worts von L ist). ,,|p|“ bezeichne die Linge eines Pro-
gramms p. Im Rahmen der zugrunde gelegten bindren Sprache gibt es 2"-viele Folgen der Lin-
ge n (die nur aus den Folgengliedern ,,0“ und ,,1“ bestehen). Unter diesen Folgen befinden sich
auch alle Programme mit der Lange n. Zdhlt man die Anzahl aller haltenden Programme und
dividiert diese durch 2", ergibt sich die Wahrscheinlichkeit, dass eine beliebig herausgegriffene
Folge der Linge n ein haltendes Programm darstellt; diese Wahrscheinlichkeit soll im Folgenden
als P(n) bezeichnet werden. Es gilt demnach

Pr) = 3 27l

lpl=mn,
U(p) hdlt

Im Folgenden wird die Wahrscheinlichkeit betrachtet, dass eine beliebige Folge der Lange # ein
Anfangssegment der Linge m enthilt (1 < m < n), das ein haltendes Programm darstellt. Fiir
ein Anfangssegment mit der Linge m besteht dabei die Wahrscheinlichkeit P(m1), dass es sich
bei dem Segment um ein haltendes Programm handelt. Da eine prifixfreie Sprache zugrunde
gelegt wird, kann es hochstens ein Anfangssegment einer solchen Folge geben, das ein (halten-
des) Programm bildet. Somit schlie3t etwa der Fall, dass das Anfangssegment mit der Lange m
ein haltendes Programm bildet, alle anderen Anfangssegmente mit anderen Lingen als Fille
von haltenden Programmen aus. Daher besteht die gesuchte Wahrscheinlichkeit €2, einfach in
der Summe der Wahrscheinlichkeiten der einander ausschliefenden Alternativen:
Q, = PAQ)+PQR)+...+Pn) = > 27

lpl <,

U(p) halt
Betrachtet man nun beliebig lange Folgen (und nicht nur solche mit einer vorgegebenen maxi-
malen Linge n), ergibt sich die so genannte Haltewahrscheinlichkeit von U:

Q=Y 2
U(p) hdlt

Dem liegt die Intuition zugrunde, dass €2 die Wahrscheinlichkeit ist, dass U hélt, wenn ihr (be-

liebig langes) Programm p durch eine Folge von Miinzwiirfen generiert wurde. €2 verschliisselt

dabei in sehr kompakter Form die Losung von Turings Halteproblem.# So kann man etwa be-

weisen, dass mit Hilfe der ersten n-vielen Bits von 2 das Halteproblem fiir alle Programme ge-

4 Das Halteproblem besteht dabei in der Frage, ob es eine Turing-Maschine gibt, welche die Funktion h(m, n) berechnet, die den
Wert 1 annimmt, falls die Turing-Maschine mit der Nummer m irgendwann halt, falls sie mit dem Wert n gestartet wurde. Alan
Turing bewies 1936, dass das Halteproblem unlésbar ist (siehe Turing 1936).




16st werden kann, deren Linge n Bits nicht tiberschreitet. Dies ist insofern von Interesse, als
damit auch Programme erfasst wiren, die nach Gegenbeispielen fiir berithmte mathematische
Behauptungen suchen wie die Goldbachsche Vermutung oder die Hypothese Riemanns. Zu-
dem wire es mit Hilfe der ersten n-vielen Bits von {2 moglich, den Status vieler offener Fragen
hinsichtlich formaler Systeme zu kliren. Ist S ein axiomatisches System, kann zu jeder wohlge-
formten Formel « eine Turing-Maschine konzipiert werden, die alle auf der Grundlage von S
gefiihrten Beweise tiberpriift und hilt, sobald sie einen Beweis fiir o gefunden hat. « ist also
beweisbar, wenn die Turing-Maschine fiir a hilt, widerlegbar, wenn die entsprechende Turing-
Maschine fiir =« hilt, und unentscheidbar sonst (wenn also keine der beiden Maschinen hilt).
Da mit Kenntnis der ersten n-vielen Bits von (2 das Halteproblem fiir alle Programme gelost
werden kann, deren Linge n Bits nicht tiberschreitet, kann fiir jedes axiomatische System S
und jeden Satz o mit hinreichend groflem n gekldrt werden, ob « beweisbar, widerlegbar oder
unentscheidbar in S ist.

Fiir die Belange der vorliegenden Abhandlung ist hinsichtlich {2 von zentralem Interesse,
dass die bindre Darstellung dieser Zahl eine nicht komprimierbare, im obigen Sinne also eine
zufillige Folge und sogar eine unendliche zufillige Folge bildet (vgl. etwa Li ¢ Vitanyi 1997, S.
218).> Ausgehend von dieser Tatsache kann das besagte zweite Unvollstindigkeitstheorem
Chaitins bewiesen werden, dessen philosophische Konsequenzen im Folgenden erortert wer-
den (und als Q-Theorem bezeichnet werden soll). Was hinsichtlich €2 gezeigt werden kann, ist,
dass € eine reelle Zahl ist, so dass 0 < €2 < 1 gilt. Chaitins {2-Theorem zeigt jedoch auf, dass die
Anzahl der Bits von (2, die wir im Rahmen einer Theorie bestimmen kénnen, endlich ist (siehe
etwa Chaitin 1987, S. 150-151, oder Calude 1994, S. 195-196):

Q-Theorem. Jede rekursiv axiomatisierbare formale Theorie erlaubt lediglich endlich
viele (unzusammenhdngende) Bits von §) zu bestimmen.

Anders formuliert besagt das 2-Theorem:

Sei T eine formale Theorie, die eine rekursiv aufzihlbare Menge von Theoremen erzeugt.
Falls T nur Theoreme der Form

die n-te Dezimalstelle von € ist m“

enthilt, die auch wahr sind, dann erlaubt T hochstens die Positionen und Werte endlich
vieler (verstreuter) Dezimalstellen von ) zu bestimmen.

Ist also n hinreichend grof3, kann ausgehend von der fraglichen Theorie T kein wahrer Satz der
Form , die n-te Dezimalstelle von () ist m“ bewiesen werden. Aufgrund der im 2-Theorem vor-
ausgesetzten Anforderung an T, nur wahre Sitze mit dieser Form zu beweisen, sind auch die
Negationen dieser Sitze nicht beweisbar in T. Unendlich viele Sitze von dieser Form werden
im Rahmen von T also unentscheidbar, und T selbst wird somit unvollstindig sein.

5 Nach der Definition unendlich langer zufilliger Folgen ist dazu zu zeigen, dass es eine Konstante ¢ gibt, so dass fiir alle
Anfangssegmente 2, der Linge n von  gilt, dass H(2,) > (n — ¢). Mit Hilfe von 2, kann nun bestimmt werden, welche Pro-
gramme mit einer Lange kleiner oder gleich n schliefilich halten. Somit kann zu jedem (2, die kleinste Zahl bestimmt werden—
im Polgenden ¢(£2,,) —, die von keinem dieser Programme ausgegeben wird. Somit gilt H(¢(£2,,)) > n. Die Funktion ¢ kann nun
von einem Programm berechnet werden, das fiir jedes n ausgehend von §,, die Zahl ¢(€2,,) berechnet; das Programm besteht da-
bei in einem konstanten Teil von ¢ Bits und verfiigt iiber die Information von 2,, die bestenfalls durch H(f2,,)-viele Bits verschliis-
selt werden kann. Dann gilt aber, dass H(2,,) + ¢ > H(¢(£2,)). Da nach Obigem auch H(¢(€,)) > n gilt, folgt H(Q,) + ¢ > n
und somit H(£2,) > n — ¢, so dass es sich bei 2 um eine unendlich lange zufillige Folge handelt. Vgl. auch Resag (200?), Kapitel 3.



3. CHAITINS ERKENNTNISTHEORETISCHE KONKLUSION UND IHRE PROBLEME

Ein Argument fiir die Unerforschlichkeit von €2 will diese auf die Zufilligkeit von 2 zurtick-
fithren (dabei wird die Zufilligkeit einer Folge mit deren Nicht-Komprimierbarkeit identifi-
ziert) (Chaitin 1987, S. 164): ,,) is about as random, patternless, unpredictable and incompre-
hensible as possible; the pattern of its bit sequence defies understanding.“ Allerdings ist die Re-
de vom Zufall in der Mathematik problematisch und soll deswegen an dieser Stelle nicht wei-
ter verfolgt werden.® Tatsichlich scheint die Nicht-Komprimierbarkeit von €2 mit einer not-
wendigen Bedingung des Wissensbegriffs inkompatibel zu sein. Fiir Wissen ist es bekanntlich
notwendig, in einer gut begriindeten Uberzeugung zu bestehen und d.h. in der Mathematik so-
viel wie beweisbar zu sein. Nun zeigt Chaitins zweites Theorem aber, dass in allen rekursiv
axiomatisierbaren Theorien nur endlich viele Stellen von €2 bestimmt werden konnen. Dann
wire es uns aber unmaoglich um die Werte unendlich vieler Stellen von 2 zu wissen, unabhin-
gig davon, welche (rekursiv axiomatisierbare) Theorie wir zugrunde legen. Im Folgenden soll
diskutiert werden, ob dieses Argument fiir die Begrenztheit unseres mathematischen Wissens
Aussicht auf Erfolg verspricht.

Alle Argumentationen, welche die Begrenztheit unseres Wissens erweisen sollen, haben
zumindest zwei Bedenken auszurdumen. Zum einen ist zu zeigen, dass die fraglichen Grenzen
nicht doch einmal aufgrund unvorhersehbarer wissenschaftlicher Weiterentwicklungen tiber-
wunden werden konnen. Dies soll im Folgenden als Problem der Unvorhersagbarkeit des wis-
senschaftlichen Fortschritts bezeichnet werden. Zum anderen ist plausibel zu machen, dass es
sich tatsichlich um eine unerkennbare Tatsache handelt und nicht eine antirealistische Inter-
pretation vorzuziehen ist, der zufolge es nicht um eine Tatsachenfrage geht und es so gar keine
Tatsache gibt, von der man Wissen erlangen konnte. Wihrend dieses Realismusproblem, wie es
im Folgenden bezeichnet werden soll, in Abschnitt 5 aufgegriffen wird, soll es zundchst um die
Problematik der Unvorhersehbarkeit des wissenschaftlichen (in diesem Falle des mathemati-
schen) Fortschritts gehen. Dabei sollen zwei Moglichkeiten wissenschaftlichen Fortschritts in
der Mathematik erortert werden. Die eine Form soll als inhaltlicher Fortschritt bezeichnet wer-
den, die zweite als methodologischer Fortschritt. Mit methodologischem Fortschritt ist dabei ei-
ne Ausweitung der anerkannten Rechtfertigungsverfahren iiber die Methode des Beweises hi-
naus gemeint. Beim inhaltlichen Fortschritt geht es demgegeniiber um die Erweiterung der an-
erkannten Grundsitze und somit um die Erweiterung unserer Moglichkeiten, eine mathemati-
sche Behauptung auf ,klassische® Weise mit Hilfe eines Beweises zu rechtfertigen.

4. FORTSCHRITT IN DER MATHEMATIK UND SEINE ABSCHATZBARKEIT

4.1 Inhaltlicher Fortschritt
Ist es also moglich, dass unser Wissen um die Beschaffenheit von €2 durch weiteren inhaltli-
chen Fortschritt wesentlich bereichert wird? Zumindest ist dies moglich im Falle anderer un-
entscheidbarer Sitze. So konnen wir um den Wahrheitswert von unentscheidbaren Propositio-
nen wissen, falls diese nur unentscheidbar in einigen formalen Systemen sind. Dies ist aus er-
kenntnistheoretischer Sicht nicht notwendigerweise problematisch. Insbesondere zeigt der
Nachweis der Unentscheidbarkeit bestimmter Sitze nicht, dass es unmoglich ist, den Wahr-

6 Vgl. hierzu Bromand (200?), Kap. 1v, § 5; Franzén (2005), S. 146; Raatikainen (2001), S. 995; van Lambalgen (1989), S. 1398.



heitswert der unentscheidbaren Sitze in Erfahrung zu bringen. Dies kann verdeutlicht werden
durch den Vergleich mit dem erkenntnistheoretischen Status anderer unentscheidbarer Pro-
bleme bzw. Sitze wie etwa Godels erstem Unvollstindigkeitstheorem oder der durch Godel
und Cohen nachgewiesenen Unentscheidbarkeit der Kontinuumshypothese CH im Rahmen
von ZFC. Zum Nachweis der Unvollstindigkeit der Arithmetik konstruiert Godel einen Satz +,
der unentscheidbar in PA ist. Dennoch haben wir aufgrund von metatheoretischen Erwigun-
gen anscheinend” gute Griinde, an die Wahrheit von ~ zu glauben, da  gerade besagt, dass ~y in
PA nicht nachweisbar ist, und wir zudem gute Griinde haben daran zu glauben, dass aus den
Axiomen von PA nichts Falsches herleitbar ist. Demgegentiber stellt die Frage nach Wahrheit
oder Falschheit von CH ein wesentlich gravierenderes Problem dar. CH ist unentscheidbar in
ZFC und damit unentscheidbar relativ zur stirksten weitestgehend anerkannten und gegen-
wirtig zur Verfiigung stehenden mathematischen Theorie. Auch helfen in diesem Fall nicht
metatheoretische Erwdgungen wie im Falle von Godels Satz. Allerdings besteht die Moglich-
keit, ZFC durch weitere Axiome zu erginzen, so dass CH auf der Basis der somit erweiterten
Theorie entscheidbar ist. Solche Erweiterungen einer Theorie um neue Axiome bzw. (im Falle
von Godels Satz) um metatheoretische Feststellungen stellen dabei bislang die einzigen kaum
umstrittenen Moglichkeiten dar, den Wahrheitswert eines unentscheidbaren Satzes eruieren zu
konnen. Problematisch im Falle von 2 ist demgegeniiber nun, dass keine der beiden Methoden
signifikant weiterhilft, die Beschaffenheit von €2 zu bestimmen. Insofern wirft das von Chaitin
aufgezeigte Problem in erkenntnistheoretischer Hinsicht gravierendere Konsequenzen auf als die
beiden anderen erwdhnten unentscheidbaren Probleme. Da es nach Chaitins {2-Theorem in je-
der Theorie unendlich viele unentscheidbare Sitze geben wird, welche die Beschaffenheit von
) betreffen, kann auch der Ubergang zu einer umfassenderen (rekursiv axiomatisierbaren)
Theorie nicht zur Losung des Problems fithren. Weder das Hinzuziehen metatheoretischer
Uberlegungen (wie im Falle von ) noch das Hinzuziehen weiterer Axiome (wie eventuell im
Fall von CH) helfen daher zur Bestimmung der Beschaffenheit von €2 deutlich weiter. Letztere
stellt demnach ein Problem dar, das in keiner von uns iiberschaubaren Theorie (in der die Be-
weisrelation rekursiv ist) vollstindig gelost werden kann. Die Frage nach der Beschaffenheit
von {2 scheint demnach von uns prinzipiell nicht beantwortet werden zu konnen—unabhin-
gig davon, in welcher umfassenderen Theorie sich unsere fortschreitenden Bemithungen, un-
ser mathematisches Wissen zu erweitern, auch niederschlagen mégen. In jeder tiberschaubaren
Theorie wird es unendlich viele unentscheidbare Sitze geben, welche die Beschaffenheit von €2
betreffen. Somit scheint ein moglicher inhaltlicher Fortschritt in der Mathematik Chaitins er-
kenntnistheoretische Schlussfolgerung hinsichtlich der Begrenztheit unseres mathematischen
Wissens nicht zu gefihrden.

4.2 Methodologischer Fortschritt
Zu beriicksichtigen ist aber, dass die obigen Uberlegungen lediglich zeigen, dass wir tiber die
genaue Beschaffenheit von €2 nichts in Erfahrung bringen konnen, sofern wir die bislang ge-
briuchlichen Methoden verwenden, um etwas iiber die Wahrheitswerte (unentscheidbarer)
mathematischer Behauptungen zu erfahren (wie diejenigen, welche die Bits von €2 betreffen).
Demgegentiber konnte fiir Chaitins Behauptung erst dann liickenlos argumentiert werden,
wenn ausgeschlossen werden konnte, dass es (neben dem inhaltlichen Fortschreiten in Form

7 Der Schein konnte aber triigen; vgl. hierzu Field (1998b), Abschnitt 6.



des Hinzuziehens metatheoretischer Erwigungen oder weiterer Axiome) alternative, bislang
unbekannte Methoden gibt, durch die wir bestimmte Uberzeugungen begriinden und somit
eventuell in mathematisches Wissen tiberfiihren konnen. Um Chaitins erkenntnistheoretische
Behauptung zu untermauern, miisste so die Moglichkeit eines methodologischen Fortschritts
ausgeschlossen werden, in dessen Zuge weitere Rechtfertigungsstrategien neben dem Beweis
als Begriindung einer mathematischen Behauptung anerkannt wiirden. Augenblicklich werden
insbesondere zwei Methoden als Anwirter auf die Positionen alternativer Rechtfertigungsver-
fahren (neben dem Beweis) gehandelt, nimlich einmal so genannte quasi-empirische bzw. se-
mi-rigorose Methoden, die zum Teil experimenteller Natur sind. Zum anderen wird die Recht-
fertigungskraft anschaulicher bzw. visueller Rechtfertigungsverfahren erortert.® Die Frage nach
solchen Rechtfertigungsmethoden und damit auch nach der Natur mathematischer Evidenz
steht allerdings nicht im Zentrum der traditionellen Literatur zur Philosophie der Mathema-
tik9 und fiihrt tiber diese hinaus: , Traditional issues are still with us and still important. [...]
But the real action today—the living philosophical issues for working mathematicians— clus-
ter around visualization and experimentation.“ (Brown 1999, S. 192)

Auch wenn die grofle Mehrheit der Mathematiker den meisten quasi-empirischen sowie
anschaulichen Methoden duflerst skeptisch gegeniiberstehen diirfte, finden sich doch Stim-
men, die sich fiir den Einsatz solcher Methoden aussprechen. So ist etwa Keith Devlin der Mei-
nung, dass derartige Methoden Eingang in die Mathematik finden sollten:

Proofs will almost certainly continue to occupy a supreme and central position in
mathematics. At issue, surely, is whether the ‘definition-proof’-paradigm continues to
act as the definition of what constitutes mathematics. [...] And this is really up to us.
[...] We control the meaning we, as a profession, assign to the word ‘mathematics, and
we can decide whether to include experimental mathematics, visual reasoning, and
the like, as genuine ‘mathematics’. Personally, I hope we do take a broad, inclusive
view of what is acceptable for membership in, and acceptance by, the profession.
(Devlin 1993, S. 1352)

Im Folgenden soll auf beide Methoden niher eingegangen werden. Dabei soll es zundchst um
quasi-empirische Methoden und danach um die visuellen Verfahren gehen.

Im Rahmen der Diskussion um den Einsatz quasi-empirischer Methoden in der Mathe-
matik stehen zumeinst wiederum zwei Vorgehensweisen im Vordergrund. Dabei handelt es
sich zum einen um Beweisfithrungen wie die im Falle des Vierfarbensatzes, bei denen Compu-
ter eine unverzichtbare Rolle spielen. Zum anderen geht es um das induktive Akzeptieren all-
gemeiner Behauptungen aufgrund einer groflen Zahl bestitigter Instanzen der besagten Be-
hauptung. Die entsprechenden Instanzen konnen dabei auch durch Computer generiert sein,
miissen es aber nicht, so dass der Einsatz von Computern im Rahmen dieser zweiten quasi-
empirischen Methode keine wesentliche Rolle spielt (wenn er natiirlich auch die Berechnung
einer weitaus grofleren Zahl von Instanzen ermoglicht). Beide quasi-empirischen Methoden

8 Die folgenden allgemeinen Uberlegungen zu alternativen Validierungsmethoden neben dem Beweis gehen zuriick auf Heintz
(2000), S. 209-218.

9 Vgl. Brown (1999), S. 159: ,,So0, the problem is now: What are the characteristics of mathematical evidence (other than proof)?
What role does the computation of instances play? What other types of evidence besides computation could there be? What
makes a mathematical conjecture a good one? What sorts of grounds could there be for accepting it? Most topics in the
philosophy of mathematics have a well-developed literature that serves as a point of departure for future reflection. But not here.
Writings on this subject are sparse and quite underdeveloped.



scheinen aber ebenfalls keinen Aufschluss tiber die Beschaffenheit von €2 geben zu konnen. Be-
vor auf den induktiven Fall eingegangen wird, soll dies zunichst fiir den Fall der wesentlich
computergestiitzten Beweise gezeigt werden. Bei Letzteren handelt es sich um Beweise, die auf-
grund ihrer Linge oder der Anzahl der zu unterscheidenden Fille von Mathematikern nicht
durchgefiihrt werden konnen. Nach Tymoczko (1979) wird mit solchen Beweisen mathemati-
sches Neuland betreten. Dies zeigt sich etwa darin, dass die entsprechenden Beweise quasi-em-
pirisch sind, insofern als die Rechtfertigung des bewiesenen Satzes auf empirische Faktoren
baut (etwa die Zuverlissigkeit von Hard- und Software und gegebenenfalls die korrekte Einga-
be von Daten). Damit konnen solche Beweise auch nicht mehr als a priori gelten. Als weitere
Charakteristika computergestiitzter Beweise fiihrt Tymoczko an, dass sie zudem nicht sicher,
nicht tiberschaubar und auch nicht durch andere Mathematiker im herkommlichen Sinne
nachpriifbar seien. Insbesondere durch den Verlust an Apriorizitit und Sicherheit bzw. Gewiss-
heit riickt die Mathematik mit solchen Beweisen Tymoczko zufolge ndher an die empirischen
Wissenschaften. Fiir die Belange der vorliegenden Arbeit ist aber hauptsiachlich von Bedeu-
tung, dass auch eine derartige Ausweitung zulédssiger Beweismethoden bei der Erkundung der
Beschaffenheit von €2 nicht weiterhilft. Mit den erwahnten computergestiitzten Beweisen ist es
Jlediglich® moglich, Beweise zu fithren, die zu umfangreich sind, als dass ein Mathematiker sie
fithren konnte. Wie das 2-Theorem aber zeigt, sind unendlich viele Behauptungen tiber die
Beschaffenheit von 2 unentscheidbar (unabhingig davon, welches tiberschaubare Axiomen-
system zugrunde gelegt wird). Das aber heif3t, dass die entsprechenden Behauptungen mit kei-
nem noch so langen Beweis bewiesen werden konnen. Ein methodologischer Fortschritt der
obigen Art, der uns erlaubt, lingere Beweise zu fiihren, als es ohne Computerunterstiitzung
menschenmdglich ist, hilft somit bei der Erkundung von {2 nicht weiter. Auf diese Weise ist al-
so nicht zu erwarten, dass die von Chaitin aufgezeigte erkenntnistheoretische Barriere iiber-
wunden werden kann.

Die zweite im Zusammenhang mit quasi-empirischen Methoden oft diskutierte Methode
besteht im induktiven Akzeptieren allgemeiner Behauptungen aufgrund einer groflen Zahl be-
statigter Instanzen der besagten Behauptung. Hier ist die Vorgehensweise experimenteller und
somit ebenfalls quasi-empirischer Natur. Man sammelt Evidenz fiir eine allgemeine Behaup-
tung (wie etwa im Falle der Fermatschen Vermutung), indem man ,experimentell‘ eine grofle
Anzahl von Instanzen der allgemeinen Behauptung berechnet. Fraglich ist allerdings, wie trag-
fahig solche Evidenz ist. Recht unumstritten kommt das experimentelle Vorgehen im Entde-
ckungsprozess mathematischer Resultate zum FEinsatz. Wesentlich umstrittener ist demgegen-
tiber die Frage der Einsetzbarkeit des Verfahrens im Rechtfertigungsprozess der besagten Resul-
tate. Im Kontext dieser Frage ist zu vermuten, dass das Verfahren deutlich weniger Anhidnger
findet als die soeben besprochenen computergestiitzten Beweise. Ein pragmatisches Argument
fiir den Einsatz solcher induktiver Methoden im Rechtfertigungsprozess konnte von Kosten-
Nutzen-Erwigungen ausgehen, wie sie von Doron Zeilberger vorgebracht wurden:'©

We would be unable or unwilling to pay for finding such proofs, since ‘almost certain-
ty’ can be bought so much cheaper. [...] As absolute truths becomes more and more
expensive, we would sooner or later come to grips with the fact that few non-trivial

10 Erginzend zum obigen pragmatischen Argument fithrt Heintz (2000), S. 212-213, auch noch eine als theoretisch bezeichnete Ar-
gumentation an, die in Chaitins Argument fiir quasi-empirische Methoden besteht. Wie in Bromand (200?), Kap. 1v, § 2.3, gezeigt
wird, ist dieser Argumentationsansatz allerdings nicht besonders vielversprechend.



results could be known with old-fashioned certainty. Most likely we will wind up
abandoning the task of keeping track of price altogether and complete the metamor-
phosis to nonrigorous mathematics. (Zeilberger 1993, S. 980-981)

Heintz diskutiert im Zusammenhang mit induktiven Methoden die Fermatsche Vermutung,
fiir die es bereits vor dem Beweis von Andrew Wiles starke induktive Evidenz gab: ,,Weshalb
soll man Dezennien von Menschenjahren investieren, um einen an sich trivialen Satz wie die
Fermatsche Vermutung zu beweisen, von dem man doch mit fast hundertprozentiger Sicher-
heit annehmen kann, dass er richtig ist?“ (Heintz 2000, S. 210)" Tatsichlich war die Fermat-
sche Vermutung, der zufolge die Gleichung x" + y" = z" keine positiven ganzzahligen Losun-
gen fir x, y, z besitzt, falls n eine natiirliche Zahl mit n > 2 ist, bereits fiir Werte von n bis zu
vier Millionen bewiesen.> Wie erwihnt ist aber mehr als unwahrscheinlich, dass sich solche
induktiven Methoden im Rahmen des Rechtfertigungsprozesses etablieren konnen, auch wenn
sie eine wichtige Rolle im Entdeckungsprozess mathematischer Resultate spielen. In diesem
Sinne konnen solche induktiven Methoden nach Brown (1999), Kap. 10, zu rational begriinde-
ten Vermutungen fithren. So stellt etwa Goldbachs Vermutung, der zufolge jede gerade Zahl
grofler als 2 die Summe zweier Primzahlen ist und die fiir eine extrem grof3e Anzahl von Zah-
len bereits gezeigt werden konnte, eine solche rational begriindete Vermutung dar. Natiirlich
reicht eine grofle Zahl bestitigter Instanzen einer allgemeinen Behauptung nicht hin, um Wis-
sen und somit die Wahrheit der fraglichen Behauptung zu garantieren. Ein Beleg dafiir stellt
etwa die Vermutung von Mertens dar.’ Bei dieser handelt es sich um eine Behauptung tiber
natiirliche Zahlen, die auf Franz Mertens, einen Zeitgenossen Riemanns, zurtickgeht. Die Mer-
tens’sche Behauptung wire dabei, wenn sie sich als wahr herausgestellt hitte, auch Beleg fiir
die berithmte Hypothese Riemanns gewesen. Mertens konnte 1897 zeigen, dass seine Behaup-
tung fiir alle Zahlen kleiner als 10.000 gilt. Dartiber hinaus konnte gezeigt werden, dass es kei-
ne Gegenbeispiele fiir Mertens” Behauptung gibt, die kleiner als 10!* sind. Dennoch konnten
Odlyzko und te Riele 1985 beweisen, dass die Mertens’sche Behauptung falsch ist. Selbst in-
duktive Evidenz von einem derart gewaltigen Umfang kann demnach also duferst irrefithrend
und wenig zuverlissig sein, so dass es eher unwahrscheinlich ist, dass mathematisches Wissen
ausschliefSlich auf solchen induktiven Methoden beruhen kann. Brown (1999), S. 163, inter-
pretiert dies als Zeichen dafiir, dass der Einsatz induktiver Methoden in der Mathematik
grundsitzlich problematischer sei als in den Naturwissenschaften.4 Es ist aber im vorliegen-
den Fall auch gar nicht erforderlich, die Einsetzbarkeit induktiver Methoden im mathemati-
schen Rechtfertigungsprozess abschlief}end beurteilen zu konnen. Dies ist darin begriindet,
dass es sich bei den Behauptungen iiber die Beschaffenheit der Dezimalstellen von 2 um sin-
guldre Aussagen handelt und nicht um universelle, fiir die man induktiv Evidenz dadurch er-
hilt, dass man deren Instanzen berechnet. Keine der beiden besprochenen quasi-empirischen
Methoden scheint somit dabei helfen zu konnen, die Beschaffenheit von €2 zu ergriinden.

11 Die Wendung ,,an sich trivial“ bezieht sich hier natiirlich nicht auf die Beweisfithrung, sondern auf die eher periphire Bedeutung
des Theorems beim Beweis anderer Behauptungen.

12 Siehe Singh (1997), S. 191.

13 Siehe zur Mertens’schen Behauptung auch Horgan (1993). Einen dhnlich gelagerten Fall diskutiert Brown (1999), S. 162.

14 Brown versucht dies durch Prinzipien wie dem der Gleichformigkeit der Natur (uniformity of nature), vor allem aber durch ein
Spdrlichkeitsprinzip (sparsity of nature) zu erkldren: Induktive Schlussfolgerungen sind nicht logisch giiltig, so dass es moglich ist,
dass die Pramissen wahr sind, die Konklusion aber falsch ist. In der Natur seien aber im Gegensatz zur Mathematik nicht alle lo-
gischen Moglichkeiten realisiert. Somit ist zu erwarten, dass das induktive Vorgehen im empirischen Falle weniger haufig fehlgeht
als im Falle der Mathematik.



Die zweite vieldiskutierte Gruppe von Anwirtern auf die Position alternativer mathemati-
scher Rechtfertigungsverfahren neben dem Beweis bilden die visuellen Methoden. Einige Ma-
thematiker und Philosophen der Mathematik—wenn auch nur eine kleine Minderheit—sehen
in diesen nicht nur heuristische bzw. padagogische Mittel zur Veranschaulichung von zu be-
weisenden Resultaten, sondern wollen auch bestimmte Grafiken als Beweise im strengen Sinne
zulassen:

We claim that visual forms of representation can be important, not just as heuristic
and pedagogic tools, but as legitimate elements of mathematical proofs. (Barwise &
Etchemendy 1991, S. 9)

[T]he prevailing attitude is that pictures are really no more than heuristic devices;
they are psychologically suggestive and pedagogically important—but they prove no-
thing. I want to oppose this view and to make a case for pictures having a legitimate
role to play as evidence and justification—a role well beyond the heuristic. In short,
pictures can prove theorems. (Brown 1999, S. 25)%

Im Zentrum dieser Debatte stehen bislang allerdings grafische ,Beweise‘ von Ergebnissen (wie
etwa durch Venn-Diagramme), die auch mit traditionellen Mitteln nachgewiesen werden kon-
nen.' Eine genaue Charakterisierung der Leistungsfihigkeit visueller ,Beweise‘ und die Beant-
wortung der Frage, ob mit visuellen ,Beweisen‘ womdoglich sogar mehr bewiesen werden kann
als mit traditionellen Beweisen, steht bislang allerdings noch aus. Somit konnen aber auch
Chaitins erkenntnistheoretische Behauptungen letztlich nicht evaluiert werden. Chaitin kann
demnach die Moglichkeit nicht ausschlieBen (und versucht es auch erst gar nicht), dass mehr
tiber die Beschaffenheit von €2 im Zuge des mathematischen Fortschritts herausgefunden wird.
Somit muss Chaitins erkenntnistheoretische Argumentation liickenhaft bleiben—die These
der notwendigen Begrenztheit mathematischen Wissens kann letztlich auf diese Weise also
nicht belegt werden. Fiir Chaitins Argument kann immerhin eine positive Zwischenbilanz ge-
zogen werden: Die bislang diskutierten alternativen quasi-empirischen Beweismethoden schei-
nen keine Hoffnung zur Losung der von Chaitin aufgeworfenen Frage zu geben, und ebenfalls
ist bislang kein entsprechender visueller ,Beweis vorgeschlagen worden. Somit ist die von
Chaitin aufgeworfene Frage zur Beschaffenheit von {2 zumindest ein aussichtsreicher Kandidat
auf den Status eines unldsbaren Problems. Ein abschlieRender Nachweis, dass die von Chaitin
aufgeworfene Frage zu den Insolubilia zdhlt, scheint aber nicht erbracht werden zu konnen.
Chaitins Argumentation fiir Wissensgrenzen in der Mathematik scheitert eben an dem Pro-
blem der Unvorhersagbarkeit des wissenschaftlichen Fortschritts: So kann wie erwidhnt bislang
die Leistungsfahigkeit visueller Beweise nicht abgeschdtzt werden. Selbst wenn ausgeschlossen
werden konnte, dass visuelle Beweismethoden Aufschluss tiber die Beschaffenheit von €2 geben
konnen, kann letztlich aber nicht ausgeschlossen werden, dass weitere mathematische Recht-
fertigungsverfahren (weiter-)entwickelt werden wie etwa probabilistische Beweise (die ,ledig-

15 Weitere Uberlegungen zu visuellen Rechtfertigungsverfahren finden sich etwa bei Shin (1991), Giaquinto (1994), Hammer
(1995) sowie Greaves (2002). Forderungen nach der Legitimierung visueller Methoden beim Beweis von Theoremen wurden
auch schon vor den oben zitierten Autoren erhoben. So schreibt bereits Davis (1974), S. 1191f.: ,,The eye ‘perceives’ many things
about the circle which may be difficult or impossible to mimic via the analytic symbols. [...] My point is not that a good figure
can suggest conventional theorems. It goes beyond. A figure, together with its rule of generation, is automatically and without

further ado a definition, theorem and proof of ‘the perceived type’.
16 Weitere Beispiele (die nicht in Venn-Diagrammen bestehen) finden sich etwa bei Brown (1999), Kap. 3.



lich® zeigen, dass ihre Konklusion mit einer hohen Wahrscheinlichkeit zutrifft). Auch die Lei-
stungsfihigkeit solcher Methoden miisste abgeschitzt werden konnen, um Chaitins erkennt-
nistheoretische Behauptung abschlieend beurteilen zu kénnen. Da die Entwicklung solcher
Methoden kaum absehbar sein diirfte, steht etwa auch Brown Behauptungen wie derjenigen
Chaitins, es gdbe prinzipielle Grenzen des mathematischen Wissens, skeptisch gegentiber:

The reason for thinking there are unsolvable problems—a moral often drawn in the
light of various undecidability results—is based on assuming specific tools for pro-
blem solving, such as first-order logic. But if we allow that there are tools for problem
solving not yet discovered, then all pessimism is undermined. I have no grounds for
thinking some clever picture will prove the continuum hypothesis—but I have no
reason to deny it, either. (Brown 1999, S. 192)V

5. DAS REALISMUSPROBLEM

Chaitins erkenntnistheoretische Schlussfolgerung beruht wesentlich darauf, dass auch unent-
scheidbare mathematische Sitze wahr oder falsch sind. Auch wenn Chaitin in methodologi-
scher Hinsicht mit alternativen, quasi-empirischen Methoden sympathisiert, ist er letztlich
doch ein konservativer Platonist: Unentscheidbare Sitze sind wahr oder falsch, weil ihnen eine
objektive (wenn auch abstrakte) Realitit korrespondiert, welche die Sitze zutreffend oder
nicht zutreffend beschreiben. Auf die Schwierigkeiten einer solchen Position weist insbesonde-
re Paul Benacerraf (1973) hin, indem er die grundlegende Problematik aufzeigt, die der Er-
kenntnistheorie insbesondere aus realistischen ontologischen Theorien mathematischer Ge-
genstinde erwichst. Sind mathematische Gegenstinde so namlich abstrakte Objekte aufler-
halb von Raum und Zeit, ist es mehr als fraglich, wie wir Kontakt zu solchen Gegenstinden
haben bzw. Informationen tiber solche Gegenstinde beziehen konnen und wie unser mathe-
matisches Wissen von solchen Objekten zustande kommen soll. Es liegt daher auch aus Griin-
den nahe, die unabhingig von Chaitins skeptischer Schlussfolgerung sind, nach Alternativen
zur platonistischen Auffassung Ausschau zu halten. Insbesondere ist dabei von Interesse, ob
Chaitins erkenntnistheoretische Anspriiche auch im Rahmen dieser Alternativen zur wenig
plausiblen platonistischen Vorstellung zu halten sind.

Der platonistischen Auffassung zufolge stellen Axiome (eventuell partielle) Beschreibun-
gen einer objektiven Realitit dar.’® Nach einer weit verbreiteten Alternative zu dieser Vorstel-
lung besteht die hauptsichliche Aufgabe von Axiomen demgegeniiber vielmehr darin, die Be-
deutungen der in sie involvierten Ausdriicke als implizite Definitionen festzulegen (wie etwa
des ,,€“ im Falle der Mengentheorie oder der logischen Konstanten im Falle einer Axiomatisie-
rung der Pridikatenlogik). Insofern wird im Rahmen der Axiome auch festgelegt, wann ein
Pridikat auf einen bestimmten Gegenstand zutrifft. Ein unentscheidbarer Satz entsprache die-
ser Auffassung zufolge eher der Anwendung eines vagen Pridikats auf einen entsprechenden

17 Vgl. auch Brown (1999), S. 180: ,,[T|here are many different ways to establish mathematical truths. We know a handful; there may
be indefinetely many more.“

18 Partiell ist eine axiomatische Beschreibung, wenn einige Fragen nicht auf der Grundlage der Axiome entschieden werden kénnen.
Das Vorhandensein eines unentscheidbaren Satzes zeigt somit, dass die zugrunde gelegten Axiome die mathematische
Wirklichkeit nur unvollstindig beschreiben. Diese platonistische Auffassung vertrat etwa Kurt Godel, der sie am Beispiel von
Cantors Kontinuumshypothese erldutert: ,,[The] undecidability [of Cantor’s conjecture; ].B.] from the axioms [...] can only mean
that these axioms do not contain a complete description of that reality” (Gédel 1964, S. 476).



Grenzfall: Die bedeutungsbestimmenden Regeln (im mathematischen Fall also die Axiome) le-
gen eben nicht fest, ob die fragliche Behauptung zutrifft oder nicht. Wie die bedeutungsbe-
stimmenden Regeln vager Priadikate lieffen somit auch die Axiome bestimmte Fragen einfach
offen. In diesem Sinne wiren auch manche axiomatisch charakterisierten mathematischen Pra-
dikate (entgegen einer weit verbreiteten Meinung) vage. Sieht man Axiome von diesem Stand-
punkt, liegt es nahe, auch unentscheidbare Sitze entsprechend antirealistisch zu verstehen wie
es etwa auch im Falle von Sitzen nahe liegt, in denen ein vages Pridikat von einem entspre-
chenden Grenzfall priadiziert wird. Unentscheidbare Sitze wiren somit keine Behauptungen
iber eine objektiv gegebene Realitit, die wahr oder falsch sind. Shapiro erldutert eine solche
antirealistische Auffassung von mathematischen Begriffen und unentscheidbaren Sitzen am
Beispiel der Kontinuumshypothese:

What does this independence say about mathematical concepts? [...] Some philoso-
phers hold that these [independence; J.B.] results indicate that there is no fact of the
matter concerning the continuum hypothesis, or the relative ‘size’ of the set of real
numbers. The same goes for other independent propositions. These philosophers
hold that there is an indeterminacy concerning mathematical truth, and so they are
anti-realists in truth-value. (Shapiro 2000, S. 42)*°

Fasst man Axiome im obigen antirealistischen Sinne auf, enthalten diese Informationen, die
bestimmte Fragen zu kldren erlauben, tiber andere hingegen keinen Aufschluss geben. Somit
korrespondierten unentscheidbaren Sitzen Fragen, in denen die Bedeutungen der involvierten
Ausdriicke durch die Axiome nicht hinreichend spezifiziert wurden, um die Fragen beantwor-
ten zu konnen. Ganz dhnlich scheint es sich auch mit fiktionalen Texten zu verhalten. Aus ei-
nem Satz wie ,,Sherlock Holmes zog die Augenbraue hoch® folgt, dass Sherlock Holmes Au-
genbrauen besafs, allerdings lassen die Schriften Arthur Conan Doyles die Frage offen, aus wie
vielen Haaren die Augenbrauen von Sherlock Holmes (zu welchem Zeitpunkt) bestanden.
Ebenso wenig wie die Frage nach der Anzahl der Haare von Sherlock Holmes” Augenbrauen ei-
ne objektive Antwort besitzt, korrespondierte auch unentscheidbaren mathematischen Fragen
nach dieser Vorstellung keine objektive Realitdt. Je nachdem, ob man axiomatische Systeme
von einem realistischen oder antirealistischen Standpunkt betrachtet, variiert auch die Inter-
pretation von Godels Unvollstindigkeitstheorem und dhnlichen Unvollstindigkeitsergebnissen
wie denen Chaitins:

A truth-value anti-realist might argue that the incompleteness result confirms that at
least some arithmetic propositions lack determinate truth-values, but the argument
would presuppose that the only route to truth is through proof in a fixed, effective de-
ductive system. A realist in truth-value concerning arithmetic interprets the incom-
pleteness theorem as showing that there is no effective axiomatization whose theo-
rems are all and only the truths of arithmetic. The result indicates that there is more
to truth than provability in any given deductive system. (Shapiro 2000, S. 43)

Gemif} der antirealistischen Auffassung zeigen Unvollstindigkeitsresultate wie diejenigen
Chaitins demnach nicht die Grenzen der Axiomatisierbarkeit auf (aufgrund deren wir nicht
alle arithmetischen Wahrheiten im Rahmen eines iiberschaubaren Axiomensystems erfassen

19 Shapiros Bezeichnungen ,realist in truth-value bzw. ,anti-realist in truth-value“ entsprechen dabei jeweils den gebrauchlicheren
Bezeichnungen semantischer Realist bzw. semantischer Antirealist.



konnen). Vielmehr besitzen der antirealistischen Auffassung zufolge die unentscheidbaren Sit-
ze keinen Wahrheitswert. Damit kann es sich bei solchen Sitzen aber auch nicht um Wahrhei-
ten handeln, die sich jenseits der Grenzen unseres Wissens befinden. Hier offenbart sich eine
weitere Schwachstelle von Chaitins Argumentation: Betrachtet man die Mathematik von ei-
nem antirealistischen Standpunkt wie dem obigen, zeigen Chaitins Ergebnisse keine Wissens-
grenzen auf. Hier sollen abschlieflend nur zwei Positionen erwihnt werden, die aufzeigen, wie
breit das Spektrum der antirealistischen Alternativen zum mathematischen Platonismus ist, in
denen Chaitins erkenntnistheoretische Deutung seines Unvollstindigkeitsergebnisses nicht zu
halten ist. Auf der einen Seite ist hier natiirlich der Intuitionismus zu nennen, der unter mathe-
matischer Wahrheit etwas versteht, das sich im Spektrum zwischen prinzipieller Beweisbarkeit
und dem aktualen Bewiesen-Sein bewegt.>® Das Bivalenzprinzip, dem zufolge fiir jeden Satz
gilt, dass er selbst oder seine Negation wahr (d.h. nun bewiesen oder zumindest beweisbar) ist,
stellt somit keine Selbstverstandlichkeit dar und wird von den Intuitionisten abgelehnt.* Chai-
tins Rede von nicht beweisbaren, aber dennoch wahren Sitzen ergibt jedenfalls vor diesem
Hintergrund keinen Sinn—unabhingig davon, wo genau man die Wahrheit im Spektrum zwi-
schen prinzipieller Beweisbarkeit und aktualem Bewiesen-Sein nun ansiedeln mochte. Vom in-
tuitionistischen Standpunkt ist somit Chaitins erkenntnistheoretische Argumentation fiir
Grenzen mathematischen Wissens nicht zu halten. Vom intuitionistischen Standpunkt ist aber
nicht nur Chaitins erkenntnistheoretische Deutung seiner Ergebnisse fragwiirdig. Vielmehr
konnen auch die Theoreme selbst nicht mehr hergeleitet werden. So weist van Lambalgen da-
rauf hin, dass insbesondere Chaitins erstes Unvollstindigkeitstheorem wesentlich auf die Ver-
wendung klassischer Logik (und die ihr zugrunde liegenden Annahmen) angewiesen ist und
nicht etwa auf intuitionistische Systeme iibertragen werden kann (van Lambalgen 1989, S.
1395).

Aufgrund seines stark devianten Charakters ist der Intuitionismus natiirlich duflerst um-
stritten und wird auch von vielen abgelehnt, die etwa aufgrund der allgemeinen Uberlegungen
Benacerrafs zur Epistemologie der Mathematik zu einer antirealistischen Position neigen. Ab-
schliefend soll noch auf eine solche Position eingegangen werden, die im Gegensatz zum In-
tuitionismus kein Abweichen von der klassischen Logik verlangt. Vielmehr werden Unvollstin-
digkeitsresultate wie dasjenige Chaitins lediglich anders gedeutet. Diese mittlerweile vieldisku-
tierte Position ist zwar semantisch antirealistisch, in ontologischer Hinsicht aber bereits als reali-
stisch, sogar als platonistisch einzustufen. Die Position wird im Folgenden als vielfiltiger Plato-
nismus (engl. plenitudinous platonism) bezeichnet und geht zuriick auf Balaguer (1995) und
(1998), der diese Position auch als Vollblut-Platonismus (full-blooded platonism) bezeichnet.>
Der vielfiltige Platonismus behauptet dabei die Existenz nicht nur eines mathematischen Uni-
versums (wie der traditionelle mathematische Platonismus), sondern die Existenz jedes logisch
maglichen mathematischen Universums (das in konsistenter Weise beschrieben werden kann).
Jede konsistente mathematische Theorie beschriebe somit eine Region des mathematischen
Universums. Beispielsweise existierte somit nicht nur ein mengentheoretisches Universum, in
dem die (unentscheidbare) Kontinuumshypothese entweder wahr oder falsch ist, sondern eine

20 Vgl. zu den verschiedenen Wahrheitsauffassungen im Intuitionismus Raatikainen (2004).

21 Zumeist wenden sich die Intuitionisten explizit gegen das Gesetz vom ausgeschlossenen Dritten, das jedoch (unter bestimmten,
von den Intuitionisten geteilten Voraussetzungen) dquivalent zum Bivalenzprinzip ist. Vgl. hierzu etwa Raatikainen (2004), Fn. 1.

22 Weitere Diskussionen dieser Position finden sich etwa bei Field (1998a) und (1998b) sowie bei Maddy (1998), welche die Posi-
tion als plentiful platonism bezeichnet, und bei Shapiro (2000), S. 252-256.



Vielzahl mengentheoretischer Universen, die sich insbesondere hinsichtlich der Michtigkeit
des Kontinuums unterschieden. Analog korrespondierten dem vielfiltigen Platonismus zufolge
sowohl der euklidischen wie auch den nicht-euklidischen Geometrien entsprechende Gegen-
standsbereiche, die in friedlicher Koexistenz existierten. Dem traditionellen Platonismus zufol-
ge beschriebe demgegeniiber nur eine Geometrie den ihr korrespondierenden Gegenstandsbe-
reich korrekt, wihrend die mit ihr inkompatiblen Geometrien zu bloflen theoretischen Spiele-
reien degradiert wiirden. Dem vielfiltigen Platonismus zufolge existieren demnach alle logisch
moglichen mathematischen Objekte. Diese Formulierungen erinnern an die Position des For-
malismus, dessen Vorstellung von Existenz David Hilbert in einem Brief an Frege vom 29. De-
zember 1899 wie folgt expliziert:

Wenn sich die willkiirlich gesetzten Axiome nicht einander widersprechen mit samtli-
chen Folgen, so sind sie wahr, so existieren die durch die Axiome definirten Dinge.
Das ist fiir mich das Criterium der Wahrheit und der Existenz. (Hilbert an Frege, in:
Frege 1976, S. 66)

Eine ganz dhnliche Formulierung findet sich spiter auch bei Poincaré: ,,[I|n der Mathematik
kann das Wort: ,existieren‘ nur einen Sinn haben: es bedeutet ,widerspruchslos sein‘.“ (Poinca-
ré 1908, S. 137) Insbesondere die zuletzt zitierte Passage Poincarés legt nahe, dass es bei diesen
Feststellungen eher um eine intensionale Erlduterung des Ausdrucks existiert gehen soll; von ei-
nem mathematischen Gegenstand zu behaupten, dass er existiert, besagt demnach per defini-
tionem nicht mehr und nicht weniger, als dass er im Rahmen einer konsistenten Theorie be-
schrieben werden kann. Auf eine dartiber hinausgehende philosophisch-substantielle Klarung
des Existenzbegriffs scheinen beide Autoren mithin verzichten zu wollen. Im Rahmen des viel-
faltigen Platonismus wird demgegeniiber ein Verstindnis von Existenz in einem abstrakten,
nicht raum-zeitlichen Sinne bereits vorausgesetzt und lediglich die Koextensionalitit (und
nicht wie im Falle Hilberts und Poincarés die Synonymie) von Existenz und konsistenter Be-
schreibbarkeit behauptet. Ausgehend von dieser Beziehung will der Vertreter des vielfaltigen
Platonismus die von Benacerraf aufgeworfene Frage beantworten, wie wir Wissen um abstrak-
te Gegenstinde haben konnen, obwohl wir zu solchen Objekten prinzipiell nicht in Kontakt
treten konnen und dementsprechend kein diesbeztiglicher Informationsfluss stattfinden kann.
Dem vielfiltigen Platonismus zufolge miissen wir namlich lediglich um die Konsistenz einer
bestimmten Aussagenmenge wissen, um zugleich zu wissen, dass die besagte Aussagenmenge
einen bestimmten Bereich des mathematischen Universums wahrheitsgemaf} beschreibt. Ein
Kontakt zu den beschriebenen abstrakten Objekten—etwa kausaler Art—ist demnach nicht
erforderlich, um Wissen von solchen Objekten haben zu konnen.>3

Fur die Belange der vorliegenden Untersuchung von vorrangigem Interesse ist jedoch die
Frage, welchen epistemologischen Status unentscheidbare Sdtze fiir den vielfiltigen Platonisten
besitzen. Hier unterscheidet sich dessen Position ebenfalls deutlich von der des klassischen Pla-
tonismus in der Philosophie der Mathematik, dem zufolge ein unentscheidbarer Satz entweder
wahr oder falsch ist—je nachdem, ob er das mathematische Universum zutreffend beschreibt.
Demzufolge gibt es genau eine richtige Antwort etwa auf die Frage nach der Machtigkeit des
Kontinuums, von der wir unter Umstidnden nicht wissen. Dem vielfiltigen Platonismus zufol-
ge ergibt hingegen die Rede von unentscheidbaren Sitzen, die entweder wahr oder falsch sind,

23 Vgl. etwa Shapiro (2000), S. 252-253.



keinen Sinn: Ist ein Satz S unentscheidbar im Rahmen eines axiomatischen Systems, kann so-
wohl der Satz § selbst als auch seine Negation widerspruchslos zu den Ausgangsaxiomen hin-
zugenommen werden. Dem vielfiltigen Platonismus zufolge existiert dann aber sowohl ein
Universum, in dem die Ausgangsaxiome mit dem fraglichen Satz S wahr sind, als auch ein
Universum, in dem die Ausgangsaxiome mit der Negation von S wahr sind. Ein unentscheid-
barer Satz ist demnach wahr relativ zu einem mathematischen Universum und falsch relativ zu
einem anderen.?* Fiir den vielfiltigen Platonismus stellen die Wahrheitswerte unentscheidba-
rer Sitze wie derjenigen Chaitins demnach kein erkenntnistheoretisches Problem dar: Ein ent-
sprechender Satz ist wahr in einem Universum und falsch in einem anderen.

Tatsdchlich ist die Position des vielfdltigen Platonisten etwas subtiler. So ist es im Rahmen
des vielfdltigen Platonismus durchaus moglich, von unentscheidbaren, aber dennoch objektiv
wahren Sitzen zu sprechen, wenn man dabei die Wahrheit in einem intendierten Modell (also
in einer bestimmten der zahlreichen Regionen des mathematischen Universums) im Auge hat
(Balaguer 1998, S. 62—64). So koénnte es durchaus Sinn ergeben, nach der Wahrheit der Konti-
nuumshypothese im von uns intendierten Modell der Mengentheorie zu fragen, wobei das in-
tendierte Modell (bzw. der Bereich der von uns intendierten Modelle) durch die ,Gesamtheit
unserer mengentheoretischen Gedanken‘ bestimmt wird:

[[]t seems very plausible to suppose that what determines whether a given open
question has an objectively correct answer is whether it is independent not just of the
currently accepted theory in the given area of mathematics, but also of what we have
in mind with respect to this theory, that is, our notion of set, or our conception of the
natural numbers, or whatever. (Balaguer 1998, S. 63)

Dann scheint es aber fiir die Fragen, wie sie von Chaitins {2-Theorem aufgeworfen werden,
keine objektiv korrekten Antworten zu geben: Diese sind nidmlich wie erldutert nicht nur un-
entscheidbar relativ zu unserer gerade akzeptierten Theorie, sondern unentscheidbar im Rah-
men aller von uns iiberschaubaren (d.h. rekursiv aufzihlbaren) Theorien. Damit sind die von
ihm aufgezeigten Fragen wesentlich unentscheidbar in dem Sinne, dass wir ihren Losungen
durch das Hinzuziehen weiterer Informationen nicht nidher kommen (solange die resultieren-
de Theorie rekursiv aufzdhlbar ist). Somit scheinen aber auch alle Zusatzinformationen, die
wir im Sinn haben, nicht weiterhelfen zu kénnen: Die besagte Unentscheidbarkeit besteht
namlich auch dann fort, wenn wir unsere Theorie um weitere Axiome ergianzen, welche die
besagten Zusatzinformationen ausdriicken. Auch im Falle des vielfdltigen Platonismus ergibe
es demnach—zumindest hinsichtlich der von Chaitin aufgezeigten unentscheidbaren Sitze
und vergleichbarer Phinomene—Xkeinen Sinn, von unentscheidbaren, aber dennoch objektiv
korrekten Aussagen zu sprechen. Der vielfiltige Platonismus fithrt im Falle solcher Sitze dem-
nach zu dhnlichen erkenntnistheoretischen Konsequenzen wie eine antirealistische Position.
Wichtig ist hier, dass es sich beim vielfiltigen Platonismus um eine lediglich sermantisch
antirealistische, ontologisch aber realistische Position handelt—sogar um eine platonistische
Position, welche die Existenz abstrakter Objekte postuliert. Dies zeigt, dass Chaitins erkennt-
nistheoretisches Argument fiir die Begrenztheit unseres mathematischen Wissens selbst fiir ei-
nige Varianten des Platonismus und somit auch fiir einige (ontologische) Realisten nicht ak-

24 Neben diesen relativen Wahrheitsbegriffen gibt es nach dem vielfiltigen Platonismus keinen absoluten Wahrheitsbegriff, da dieser
Position zufolge alle mathematischen Universen gleichberechtigt nebeneinander existieren, ohne dass es (wie im klassischen Pla-
tonismus im Rahmen der Philosophie der Mathematik) ein intendiertes bzw. ,ausgezeichnetes® Universum gibe.



zeptabel ist. Um Chaitins erkenntnistheoretische Interpretation seiner Resultate philosophisch
zu untermauern, ist es somit nicht hinreichend, sich auf eine platonistische Position zu beru-
fen; hinreichend wire es vielmehr, den klassischen Platonismus in der Philosophie der Mathe-
matik wiederzubeleben oder eine modernisierte Variante, wie sie etwa von Kurt Godel vertre-
ten wurde. Unentscheidbare Sitze wie die Kontinuumshypothese sind auch Godel zufolge ent-
weder wahr oder falsch je nachdem, ob sie die abstrakte mathematische Wirklichkeit korrekt
beschreiben: ,,[T|he set-theoretical concepts and theorems describe some well-determined rea-
lity, in which Cantor’s conjecture must be either true or false.“ (Godel 1964, S. 476) Aufgrund
einer solchen Position steht man freilich vor den besagten erkenntnistheoretischen Problemen
wie dem von Benacerraf aufgezeigten. Hier wire zu kldren, wie wir zu Wissen von abstrakten
Objekten gelangen, ohne zu diesen in Kontakt treten zu konnen. Alternativ konnte ein Anhdn-
ger von Chaitins erkenntnistheoretischer Auslegung seiner Resultate auf die realistische Posi-
tion Penelope Maddys (1990) zuriickgreifen, die ebenfalls allen (eindeutigen) unentscheidba-
ren Aussagen einen zugehorigen objektiven Wahrheitswert garantieren will.>> Wiahrend die
klassischen Platonisten und Godel erkliren miissen, wie wir in das ,jenseitige‘ platonische
Ideenreich vordringen konnen, versucht Maddy, zumindest einige abstrakte mathematische
Objekte im raum-zeitlichen ,Diesseits’ zu verorten, so dass wir diese mit Hilfe sinnlicher
Wahrnehmung erkennen konnen. Gegen beide Positionen argumentiert allerdings Balaguer
(1998). Thm zufolge kénnen wir letztlich einen Kontakt zu abstrakten Gegenstinden weder
durch Godels Intuition noch durch Maddys Zugang tiber die Sinneswahrnehmung erkldren, so
dass vor dem Hintergrund dieser Positionen unsere mathematische Erkenntnis zu einem
Mysterium wird. Stattdessen schldgt Balaguer vor, auf eine Theorie zuriickzugreifen, die unser
Wissen um mathematische Gegenstidnde ohne einen Kontakt zu solchen Gegenstinden erklrt.
Dabei argumentiert Balaguer allerdings dafiir, dass der vielfiltige Platonismus die einzige er-
folgversprechende derartige Position darstellt und etwa auch Quines Position scheitert, der
ebenfalls unser mathematisches Wissen ohne Kontakt zu mathematischen Objekten kliren
mochte. Der vielfiltige Platonismus ist Balaguer zufolge dartiber hinaus der einzige gangbare
ontologisch realistische Weg.?® Sollte der vielfiltige Platonismus sich aber tatsichlich als die
einzig gangbare Variante eines mathematischen Platonismus erweisen, wire aus den besagten
Griinden aber Chaitins erkenntnistheoretische Deutung seiner Unvollstindigkeitstheoreme
nicht zu halten.
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